E. A. Hukynun

KOMH bIOTEPHAA
[ PADOI KA

MOAEAV[ U AATOPUTMbI/

v ,




E. A. HURYJIHH

ROMIIBIOTEPHAS

[PADUERA.

MOIIEJIA
11 AJITOPUTMBI

PEKOMEH]JIOBAHO
Yyenvim cosemom Huocezopodcrozo zocydapecmeaenrnozo
mexHuYeckozo ynusepcumema um. P. E. Anexceesa
8 Kayecmee yue6Ho20 nocobus
0aa cmydenmos HanpaelenuA nodzomosKu
«Hnpopmamura u 6blLUCAUMENLHAA MEXHUKAY

B

CAHKT-IIETEPBYPT
MOCKBA
KPACHOJAP
2023



BBK 32.81a73
H65

Huxyaun E. A,

H 65 KoMmnbloTepraa rpadbuka. Mofenu ¥ aqropuTMsl: Ydue6Hoe HOCO-
6ue. — CII6.: UsgaTenncTBo «Jlanb», 2023. — 708 c.: un. — (Vuebunu-
k¥ A4 Bysos. CnenuaasHas AUTepaTypa).

ISBN 978-5-8114-2505-1

B kEHre geTaibHO U3AAraloTCA MATEMATUYECKHE M aJTOPHTMHYECKHE
OCHOBHI COBPEMEHHOM KOMINBIOTEPHOH rpaduku: Moeny rpaduuecKux 06beKTOB
HA OAOCKOCTH ¥ B OPOCTPAHCTBE (TOYKH, BEKTOPH, JUHMH M MOBEPXHOCTH,
BKJIIOUAA COCTABHBIE, IOJH3APH, CIJIOMIHEIE ¥ BOKCEJAbHHE OO6BLEKTHI),
reoMeTpUuecKHe 3afauy BUOYANM3AINY — KOMIUJIEKC airopuTMos 2d- m 3d-
OTCEYeHNMA M yAAJeHMA, AJrOPUTMH AaGPUHHBIX B OPOEKTHBHBIX
npeofpasosaEnit, MeToAbl M300paKeHUA  NOBEPXHOCTeH, BKJIOYAA
TeKCTypHpoBanue. MaTepras conpoBokAaeTcs GONBITMM YHCIOM HILTIOCTPAIIUH,
610K-CXeM ANTOPUTMOB ¥ IPUMEPOB UX PEANU3AINH,

Hacrtosamee mnocob6ue DpefHA3HAYEHO AJA CTYACGHTOB HANPABIEHHS
TOATOTOBRY « IndopMaTika ¥ BLIYUCIHTETBHAS TeXHUKA» . TaKKe MOXeT GbITH
MOJIE3HO ACHMPAHTAM, NPENOAABATENAM BY30B U BCEM CIEIMANTHCTAM, KAK
TOCTHTAIOIINM OCHOBHI KOMIBIOTEPHOH rpaduKy, TAK M paspabaThIBalOIIUM
HOBEIE AMTOPUTMEI U OPUKJIaAHEIE TpadbudecKie IPOrpaMMSL,

BBK 32.81a73

PeirenzenTar:

B. E. TYPJAIIOB — poKTOp TeXHUYECKUX HAYK, npodeccop Kadenps
MATEeMATHYeCKOro ofecriedeH s 1 CYNePKOMIIBIOTEPHBIX TexHomoruii UreruryTa
UHGMOPMAIMOHHBIX TEXHOJOIKH, MaTeMaTHKy ¥ MexaHuxy Huxeroposackoro
rocyaapcTeeRHoro yausepcurera um. H. U. JloGaueBckoro;
B.B.KOH/IPATBEB — uneu-roppecnorgent PAH, npodeccop, 3as. kadespoit
BBIYMCJINTENLHBIX cHcTeM U TexHomoruii Huxeroposckoro rocysapcTeeHHoro
TeXHUYECKOro yRUBepcuTera uM. P, E. Anexceesa,

O6a0xka
E.A. BIACOBA

© Uaparenscrso «Jlans», 2023

© E. A. Hukynus, 2023

© Usgarenncrso «Jlanb»,
XyaoxecTBeHHOe ohopmaenue, 2023



COJEPKAHMNUE

OCHOBHbIE OBO3HAUEHNS N COOTHOUWIEHNAL.................... 6

TAARAl. FEOMETPNUECKME OCHOBbI KOMIIbIOTEPHON

1.1. Ipadugeckue 3JIEMEHTHI HA IIOCKOCTH . .oveviierrrracsnsosncsnassecancsncns 17
1.1.1. Mozeny rpAMOi# IMHUHM HA TIOCKOCTH. ...vvvvvvvnirienninanneninennennns 18
1.1.2. BzauMHOE€ nojoxeHne rpagUIecKuX SIIEMEHTOB Ha IIOCKOCTH. ... ... 22
1.13. TecTsl cBO¥CTB rpaHIECKHX 3IEMEHTOB HA ITTOCKOCTH. ... .vvvvien, 31
1.14. TecTnl TOKaMU3aHH OOBEKTOB HA ITTOCKOCTH . . vvvverenenneerienionions 37
1.1.5. Ilnomans ¥ reoMeTpUMECKUI IEHTP MOMHUFOHA. .. .vvvvrenirinrreninen 47
1.1.6. ATTOPHITME! FeHEpUPOBAHWS CIIYYAHHBIX TOTMIOHOB. ....vvvevrivnns 49
1.1.7. KBaAPATHYHBIE JIMHHHE. . «. . eennnnennerenneeienenneatesteiientennentstainon 57
1,18 [lapaMeTPUIECKHE JIMHMI. . .. ..coveneeneeneentinenrneeneeiainieneeessnn 60
1.19. TeoMeTpHyeckue npeoOpa3sOBaHKA HEABHBIX THHHH. ........oevvvven 64

1.2. CompxeHme HA MIOCKOCTR . coeurenreenses eteereurecseseriierontsninatetensaanns 66
1.2.1. 321898 OGTIETO HAZHAYEHIM. . . . veuvreeneeearenenneaeernaaianiierionsnons 66
1.2.2. ConpsykeHMA C OKPYIKHOCTAMM. ..\uviuiniinineitiniiiinenteiereaeanenaneen, 69
IIVRNG )% 0 (212 (0 v (o) S PPN 72
124 OKBHUAMCTAHTHEIE JIHHEH. ..o vvitirneeiinneeeneaensiaseineeineeneenieens 74

1.3. OnepaliM CO CITHCKAMH . veuerenseseessssserssnsanscens Ceeresesnscneasasisirsnnas 77
1.3.1. OObEeTHHEHNE CITHCKOB OTPEBKOB. ... .euutennntennianenneeentenaenaonninens 79
1.32. TlepeceuCHUE CITHCKOB OTPEBKOB. ...\ euueerrerennincsencneansiereinenon 81
133 MCKITIOUEHHE CITUCKOB OTPE3KOB. ...« cutvvrenrnernrraraneonianernereaneens 83
1.34. CoenriHEHHE OTPE3KOB B KOHTYPBL. .. .uviririniieiioninnininireerennnne 85

1.4, O1tueHHE HA IVIOCKOCTH. v evuvsereecnes SRS ee RSy e st 91
141 OTCEUCHHE OTPEIKOB. .- vuvireinristiateneenteeaieenaeeirtrteaneaneieraens 92
142 OTCEICHHE HOMMIOHOB  + .+ .t taivtntetinernenensaneneaeatsssensierneriessnons 100
143 OTCEUCHHE MOMYTIMOCKOCTAME. ..o\t iueneisinnnsensnnneeneinninnenineneonns 104
1.44. Pa3spe3aHye TIOMHTOHOB. . . ... veenuerententrnenenennraeesnenienanaensesiaens 108
145, TpPHAHT YA TIOMHUTOHOB. ... c.enuvetnennreetennenneientsneinaenesninn 114

1.5. Ipapuaeckue 31eMEeHTHI B IPOCTPAHCTBC 1 oocriersrrorsorsansrososssracnsases 126
1.5.1. MOZEITH TIITOCKOM TIOBEPXHOCTH . ..\ cuvunvnnreereraranestrienaisasnesniin 128
1.52. Monmemns TUHMH B HPOCTPAHCTBE. .. vvuvruientinriniineeneneirenininnsnn 132
1.53. BsauMHOe nonoxeHue rpahuaecKuX JIEMEHTOB B IPOCTPAHCTBE.... 135
154, MOTED TIOMMAIPA. . . .ooconins s 45 saosmn o § 5 6450505 5 85 § wmmn s § 5 SaBEHS § HEOHTS 143
1.55. Tects! cBOlCTB rpad MIECKUX 3/IEMEHTOB B IIPOCTPAHCTBE. ............ 151
1.5.6. TecTBI IOKATH33IMH OOBEKTOB B IIPOCTPAHCTBE . 0.vchveneeneerinninnnes 154
1.57. O6BEM M EHTP TAKECTH MOMHIPA. 1. v vereneeneerenereenemnnersiassnens 167
1.5.8. Beimykoas monmaapansHas 0607109Ka MACCHBA TOMEK. .. ..vvevvvinsn, 168
1.59. KBaapaTHIHEIC TIOBEPXHOCTH. ..o uvtveraneinaninnenenerreneinineereenennn 173
1.5.10. TTapaMeTPHYECKAE TTOBEPXHOCTH . « .. .enreneranennenrantaeenasnneninn 178

1.5.11. TeoMeTpraeckue mpeobpa3oBaHMs HEABHBIX ITIOBEPXHOCTEH. ........ 183



1.6. O1ceuenue 8 NPOCTPRHCTBE .. cuovimensss sonovsssnsrsamsonsssswsns sussnssussonsss 187
1.6.1. OTCEUCHME OTPEBKOB. .. vueninientninenetieiniiianrenasnenrienanierases 188
1.6.2. OTceueHHE ITOMMUIOHOB H HOMHIIPOB. . ..evnerernenrrnananenernaanasnennans 192
1.6.3. OTCEYEHHE NOMYIIPOCTPAHCTBAME . ... . vniunenenatarnenennenrennnnsnnne 200
1.6.4. CeueHre NONMIAPA ITOCKOCTBID. ..c.evuvvrnreeneeneienarserenenenainananns 207
1:6:5. PazpPesaiie HOMUDMP B s 1 » ssionis s ¢ sosimnss S5maniss § spsss  5eses § Sonms 213

1.7. YAaJIeHME B HPOCTPAHCTBE. . cuvuerrurrirrssarsrarasesscassasesrorsssssssasens 217
1.7.1. KiaccHGUKAIMA METOLOB YIATEHMA. ..o uvtevneneneianeataaeieneienineaenne 218
1.7.2. O630p THIIOBHIX METOMOB YHATICHI . ..« vuvnenenenenennenneneneanninnenns 222
1.7.3. YOaneHHe HEBUIUMBIX JIHHHH. .. .....cutvuetiiiniiiatieieanenrninreaineanns 233
1.7.4. YnaneHHe HEBHIUMEIX TPAHEH . ......ooovieiiiiiiiiniiiiiiaiiiiienanes 238

TAABA 2. MATEMATNUECKNE MOAQEMHN MNHNA.................... 243

2.1. [ToTHHOMMATBHBIE JIMHMM . . eeeuereroroeasnccssessrsrarssons eeeserresntentnnansns 246
2.1.], VIHTEPIIOMALIMS. . .. vueveeeeeneenenneneanentaeeaeeneensseatanereeneaneenanes 248
2.1.2. Annpoxkcumarus ¥ npubmkenne no MHK. ... 261
IR I 071217020 Y-k ) S 267
2.1.4. KoHrpy3HTHEIC TPe0oOpa30BaHUg MOACIEH TUHUM. .....o.ovvinennene... 287

2.2: COCTABHBIC JIHMHMB coviiss s inwnnmons o susnsion seemaies sonvssios sevessnssuensees s s o56 294
2.2.1. ConpsiKeH!E HHTEPIIOAAHOHHBIX CETMEHTOB. . ..uvvivirirniaininnnns 295
2.2.2. ConpsKeHUE C IEPEKPRITHEM CEIMEHTOB. . ..uvtviveriniriiiaininnenennss 304
2.2.3. CoCTaBHBIE JTHHHMM BE3BBE. ... ivii it e e ceieeeaaen 309
2.2.4. PannoHAaNbHbIE COCTABHEIC JTMHUM BE3Be. ..o 321

2.3, CIITAMHOBEBIE MMM svvwins o sovvssss snsssmsn s s evus s anive s SRwsnes s Svsmsmess 327
2.3.1. FIHTCPIOMAIIES, . . e\ eutveteneneeneerene et ene e taieenansennenroesaeaneanenanns 327
2.3.2. AUTIPOKCHMAIIVS M HPHOIIDKCHHEE. . ....vvvreenerneiantrnreneaneianesnseon 338
2.3.3. CrnafiHel ¢ KOHEYHBIMHU HOCHTEIIAMHM . .0 \iiiinierrennerriirnerennnnneeesns 341

T'AABA 3. FTEOMETPNUECKME NMTPEOBPA3OBAHNAL................. 353

3.1. AQpPpHHHBIC NPEOGPAZOBAHMSA. .curvuvrereriririnreriosrescesersssosaresseonsases 354
3.1.1. OcHOBHEIC IOHATHA K METOAB! HpeoOpasoBalmi...........covvvuei.n. 354
3.1.2. DnemenTapHeie adHHABIE TPEOOPAZOBAHMA. ... ..vvveneinrnnesennnne 368
3.1.3. Cnoxusie aQdHHHBIE TPEOOPABOBAHMA. .. .e.vvveeeieenerenensnianennan 377

3.2. IIPOEKTHBHLIC NPEOOPATOBAHMA. . euvverurerurarrsirossnrsesssorernsssnasasanss 410
3.2.1. OpTorpadHIeCKue IMPOCKIMH . ......vrrineirrainrniresssaesirsssssasneenns 411
3.2.2. AKCOHOMETPHYECKHE ITPOCKIIHH. .. .vuuvenerinineneensraneiriiersennenens 412
3.2.3. KOCOYTOJIBHBIE TIPOCKIIHH .. - ..« vuveveetaneneneaeanannneaneenteanenenns 419
3.2.4. llenTpanbiele (IEPCHEKTHBHBIE) MPOCKITHAM . .e.vvetnirrnieanenaernnns 423
3.2.5. IIpOCKTHBHBIE TPEIBICKAKEHMA. .. «.netenenrnnneeneneeneaneeeisrnenenenns 436

3.3. IlpoexTHBHEIE AJTOPHTMBI CI0KHBIX NPEOGPAIOBAHMM. . .vvvvereenrannen 439
3.3.1. IlpoenupoBanye NpOCTPAHCTBEHHBIX JIMHUH HA ITIOCKOCTb. . .......... 440
3.3.2. Crepeorpa@UiecKhe MPOCKIIHH. ... . eueuirenienrananrenneennnenennnensaen 444
3.3.3. KapTOrpaHueCKUE TIPOCKIIMH . ... vvuvrenenurnerineenrnrsrnensnenensneens 448

3.3.4. TlocTpoeHHe CIEHBI C TONBUXHBIM HAOMIOOATCTIEM. ... ..uvvenenreennnn. 461



5
TAARA 4. MATEMATNYECKHE MOAOE(MN MOBEPXHOCTEN...... 465

4.1. KnaccHPUKAUHUA MOBEPXHOCTEM..ouvueeririnsnrnenrarracasanes venrrsyvinseanis 466
4.2, MeToabI H300paXKeHMsI MOBEPXHOCTCH . vivvreureeniireraririinetnronncasacnn 469
4.2.1. BeI60p MPOEKIHH H300PAKEHHA. . ...o.vvvviniiniiiiniininniniainincrarns 470
R 0] 10315 RV o . S S 471
4.2.3, TTONHANOHAIBHEIE CETH ..\ veueneennetreneenntsenneennieennentaaeiaensioesn 475
LR S X3 s 1y 03 5 P 485
4.3. KuneMaTHYEeCKHE NOBEPXHOCTH...ovueriuerenen RIS R SRS S 513
4.3.1. TIoBEpPXHOCTH 3NI€MEHTAPHBIX IIPEOOPA3OBAHMM. ... . .evvvnrnnnnen 515
4.3.2. JIHHEHYIATEIC TIOBEPXHOCTH .. euvvinrtinreinnerneeiiernneoneanieearenneeraens 522
4.3.3. HeNMHHEHHEIE TOBEPXHOCTH ..« vnvnenniniaerisnieanisreenersoreesnenss 533
4.4. TloMMHOMHAJIBHBIC MOBEPXHOCTH. ¢ vvereruases AsES e FuRsRE R e Dry iy e 553
4.4.1. IHTepHONSIHS TPAHMTHBIX JMEMEHTOB. . v\vivieiniinrirerinninenraranren 554
4.4.2. MHTepTIONALIHA Y3IOBBIX AIEMEHTOB. ....vvueirireiniinriniiisianaseaninn 565
4.4.3. AmmpoxcuManus 1 npubnmxenne no MHK................ 573
4,44 TIOBEPXHOCTH BEBBE.....eiviiiiiiiiiiiiiii e 576
4.4.5. KourpysHrHBIE MpeoOpa3oBaHus MOAEIEH IOBEPXHOCTER. ... ... ... 597
4.4.6. OCTOBHBIC TOBEPXHOCTH. .+ e v evvvrasiserennneinentnssreainssueneassnsnenens 600
4.5. COCTABHBIE MOBEPXHOCT . .svencuecariocarcnsornsnsassessoncornassnssssassnsnss 609
4,5.1, ConpsbKeHUE HHTSPIIOIIITHOHHBIX CETMEHTOB. .. ..ovvvviniinininraens 610
4.5.2. CocTaBHEIC OBEPXHOCTH BE3BE.....o.vvviviiiiiiiiiiiii 618
4.5.3, PanoHaIbHEIE COCTABHEIC IIOBEPXHOCTH be3be.......oooovvvvvvininen. 627
4.5.4. DKBUANCTAHTHEIE TIOBEPXHOCTH . .uuuririnintnineneinenennenraennaniarans 635
4.6. CinaiiHOBBIE IOBEPXHOCTH. .cevveecrncrecnsens o4 SR b SRR SR o 641
4.6.1. BUKyOMYECKHE CIUTAMHBL. . ... .ovuvntniiiinieininiiiiiniteairaiesenn 641
4.6.2. CruraitHeI ¢ IEPEKPHITHEM IapabOIHYECKUX CEIMEHTOB. .. .uvvvnrness 646
4.7, JINCKPETHBIE IOBEPXHOCTH . ..rusueeueesarenesvsnsassasossasnsossnsrsnsosansasssss 650

TAABA 5. MOGEMNMN OBBEKTOB B NPOCTPAHCTBE................ 656

5.1. MeToabl TPEXMEPHOr0 MOJCIHPOBAHHA . .covvvrneecnnseasees s eSS 657
5.2, KAPKACHBIE MOEIIH. vvrsrersesirerersorssosscnsnsonsncossasesnsonsassssnsnsassne 658
RIS B (031 20 1@ 1 (0); 4% )iy o o - D PP S S 660
5.2.2. TTpeoOpa3zoBaHUA MOZAEIICH MOMHBIPOB. ....vuverririreresenenrnenaanaass 664
5.3. TpAHHIHBIC MOREIH.oeurererneienurnenrasacasasnsasasones Lrod aiE T s SO SIS S 668
5.4, CIIOIIHBIC MOMEMM . vcueiesscssnsseensssssnrsnsosssssorsssessncsasansesonsonsess 671
5.4.1. BOKCEIIBHBIE MOEIIH 1 .vvuvvuenneensenennensantnianeneenssaneisiasinsneens 672
5.4.2. KOHCTPYKTHBHBIE MOJEIH . .. ..vuvvrvininrvnisinniioieraiisnnsnenmesneassnnns 678
5.5. ONTAMU3ANHSA BURYATHIAMM A cuverrreenconses SeesasNEE e e ES Fe e e 684
5.5.1. BeiOOp MHPORBOI CHUCTEMBI KOOPAMHAT. ... ivvriireitireineonsareanseanes 684
5.5.2. O10paKoBKa HEJHMLEBBIX TPaHEH H HOPMHUPOBKA BEKTOPOB............. 687
5.5.3. TlocTpoeHHe OXBATHIBAIOIIHX OOOMOUEK. ... .ovveeeeiiinniniiiniinnan 690
IR LT3} (50 (SR o) (<) S PP PPN 697

5”5””0rpA¢”ﬂ‘..’...l...l.l"..'I.l..."'.....‘.I.I.'I..lO'.lQ..l‘l.'l.."'..-‘ 703



